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Capitulo 1

Funciones. Limites y continuidad

1.1. Funciones: dominio e imagen. Tipos de funcio-

nes.

Una funcién f: A C R — R es una ley o correspondencia que hace corresponder a cada
x € A un tnico valor real que llamamos f(z) o imagen mediante f de x.
El dominio de una funciéon f es el conjunto de los niimeros reales para los que existe

f(z). Si no se indica otra cosa, la funcién se considera definida en su dominio:
Dom/(f) = {z € R existe f(x)}.

El dominio es un subconjunto de R.

Observacion 1. El dominio puede ser incluso el cojunto vacio, considerar por ejem-
plo f(z) = Yo==

cuyo dominio es el conjunto vacio o un unico punto como para
g(x) = J/z/—x cuyo dominio es {0}. Nosotros en general consideraremos funciones

cuyos dominios son intervalos o union (incluso infinita) de intervalos
Ejemplos de dominios de funciones elementales son:

1. Si f(x) = p(x) es un polinomio el dominio de f es R.

2. Sif(x)) = gg; es una funcién racional donde P(z), Q(x) son polinomios entonces
Dom(f) ={z € R: Q(z) # 0}.
3. Si f(x) = \/x se tiene que Dom(f) = [0, c0).

4. Si f(x) = logx entonces Dom(f) = (0, 00).
3



4 Funciones. Limites y continuidad

5. Las funciones trigonométricas sen(z) y cos(z) tienen como dominio R.

6. La funcién f(x) = tanz tiene como dominio

Dom(f) = | J (%ﬁ + kT, — + (k + 1)7r)

2
keZ
7. La funcién fr) = 2% se define como f(z) = ¢*'°¢(@) y por tanto Dom(f) = (0, c0).

Ejemplo 2. Si f(x) = 2P/7 con p,q € N y p/q fraccion irreducible, obtener Dom(f) en

cada caso. Sugerencia: considerar los casos de p y q pares o impares.
Definicién 3. Sea f: ACR — B

1. Diremos que f(x) es inyectiva en A si dados x,y € A tales que f(x) = f(y) se

tiene que xr = .

2. Diremos que f(x) es sobreyectiva sobre B si para todo y € B existe un x € A tal

que f(x) =y.

3. Diremos que f: A — B es biyectiva de A a B si es inyectiva en A y sobreyectiva
sobre B.

Definicién 4. Si f : A — B dada por y = f(x) es una funcion biyectiva entonces para
cada y € B hay un unico x € A tal que y = f(z). Esto nos permite definir una funcion,
que llamaremos inversa de f y denotamos por f~', f71 : B — A, con x = f(y) de

modo que:

[ f) =2, z€A f(f' W)=y, wyeB

Observacion 5. Graficamente la inyectividad repercute en que trazando una recta ho-
rizontal en los valores de la imagen dicha recta solo corta a la grifica en un valor. Si
alguna horizontal corta a la grdfica en dos o mds valores claramente dicha funcion no
seria inyectiva. Graficamente la funcion es sobreyectiva sobre un conjunto B si trazando

una horizontal sobre cada punto de B la grdfica de f corta en algun punto a la horizontal.

Observacion 6. Fs interesante observar que hay funciones que son inyectivas en un de-
terminado conjunto y no lo son en otros; por ejemplo la funcién f(x) = z* ;es inyectiva
en R? ;Es inyectiva en (0,00)? ;Es inyectiva en (—1/4,1/16)7
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Funciones. Limites y continuidad 5

Definicién 7. Diremos que una funcion es par si para todo x € Dom(f)

Definicién 9. Diremos que una funcion es periodica con periodo T > 0 si para todo

x € Dom(f) se tiene que

fla+T) = f(x)
Observaciéon 10. FEstas propiedades tienen una gran repercusion en la grdfica:

1. Las graficas de las funciones pares en R son simétricas con respecto al eje vertical,

es decir, la recta x = 0.
2. Las grdficas de las funciones impares en R son simétricas con respecto al origen.

3. En las grdficas de las funciones periodicas en R con periodo T > 0 la grdfica en
(0,T) se repite en cada intervalo (KT, (k + 1)T) con K € Z, por lo tanto basta
obtener la grdfica en (0,T) y trasladar.

Ejercicios: Completa la grafica de una funcién f conociendo la gréfica en [0, 00) en el
caso de funciones pares e impares. Completa la grafica para funciones periédicas: por
ejemplo la funcién f(z) =z si0 <z <1y f(z)=1si1 <z <2, y que sea periddica
de periodo 2.

e Considera la funcién f(z) =1six € Qy f(x) =0siz ¢ Q: jes par? jes impar? jes

periédica?

Definicién 11. (Composicion de funciones:) Sea f: A — B yg: B — C, definimos la

funcion composicion de f con g, denotada por go f a la funcion

(g o f)(x) = g(f(x))

Observacion 12. Ndétese que para que la composicion de f con g esté bien definida
Im(f) C Dom(g).



6 Funciones. Limites y continuidad

1.2. Limites de funciones.
El objetivo de esta seccion es estudio del limite de una funcién en un punto a, es decir,

lim f(z).

Con el estudio de dicho limite lo que hacemos es observar el comportamiento de los
valores de la funcién f(z) cuando z estd cerca de a pero no es a ; si los valores f(x)
cuando = ~ a se aproximan a un valor L, diremos que lim,_,, f(z) = L. Antes de dar las
definiciones, vimos distintos comportamientos de funciones cerca del origen: consideramos

las funciones:

1. f(x) = x si © ~ 0; es claro que en este caso los valores de f(z) si x ~ 0 estan

proximos a cero. Este caso sera un ejemplo de

limax =0
z—0
x
2. f(x) = % si z ~ 0; es claro que en este caso f(xr) = 1six ~ 0 siendox >0y
f(z) = =1siaz ~0yaxz <O0; por lo tanto, como veremos los limites laterales no

coinciden y

NO EXISTE lim m =0.

x—0

1
3. flz) = i €8 claro que en este caso si x ~ 0 los valores f(z) son muy grandes,

sera un ejemplo de

4. f(x)=xsixz #0y f(0) =1; en este caso si x ~ 0 pero x # 0 los valores de f(z)

se aproximan a 0 luego serd un ejemplo de

lim f(z) =0

z—0

1
5. f(z) = . six~0yaz>0se tiene que f(x) es muy grande y positivo; y si z ~ 0

y < 0 los valores son negativos y tienden a —oo; es claro que

NO EXISTE lim 1 =0.

x—0



Funciones. Limites y continuidad 7

Observacion 13. Una observacion interesante es que en el estudio del limite de una
funcion cerca de a no se tiene en cuenta el valor de f en a, sin embargo lo que se
estudia es lo que ocurre cerca de a. Para ello nos tenemos que asequrar de que existan
puntos tan cercanos a a como se quiera . Para ello consideramos funciones cuyo dominio
contiene algun intervalo centrado en a aunque no necesariamente el punto a pertenece

al dominio, es decir en intervalos estrellados del tipo (a —r,a+r) \ {a}.

En lo que sigue formalizamos la idea de f(z) cerca de L si z ~ a mediante la definicién

del limite de una funcion:

Definicién 14. Sea f definida en (a —r,a +r) \ {a} para algin r > 0 . Diremos que
lim, ,, f(x) = L si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z — a| < § entonces

[f(z) = L] <

Observacion 15. Ndtese que la condicion 0 < |z — a| es para que se tenga en cuenta

que T % a.
De forma andloga se definen los limites laterales.

Definicién 16. Sea f definida en el intervalo (a —r,a) para algin r > 0 . Diremos que

lim, ,,+ f(x) = L si para todo € > 0 existe d > 0 tal que sia < x < a+ 9 entonces
[f(z) =L <e.
De forma andloga se define lim, ,,- f(x) = L. Definimos ahora los limites infinitos.

Definicién 17. Sea f definida en (a —r,a+r)\ {a}. Diremos que lim,_,, f(z) = 0o si
para todo R > 0 existe 6 > 0 tal que si 0 < |x —a| < se tiene que

f(x) >R

De forma analoga se definen los limites —oo y los limites laterales co y —oc.

El principal resultado en relacién con los limites laterates es:

Proposiciéon 18. Sea f definida en (a — r,a + 1)\ {a} para algin r > 0 y L € R
oL =00 0L = —0c0. Entonces lim,_,, f(x) = L si y sdlo si ezisten los dos limites
laterales y ademas coinciden, es decir,

lim f(z) = lim f(x)=L.

z—at T—a~

7



8 Funciones. Limites y continuidad

Corolario 19. Supongamos que

lim f(z) # lim f(x)

T—ra Tr—a—

Entonces NO EXISTE lim,_,, f(z).

Ejemplo 20. NO EXISTE lim, .o — . En efecto:

]

fm — =1+ 1= lfm —
20+ |z 20~ |z

Observaciéon 21. El resultado sobre los limites laterales es cierto también cuando L =

1
00, —00. Por lo tanto NO EXISTE lim, .o — ya que
x

1 1
lim — =400 # —oc0o = lim —.
z—0t T z—0- T

1.2.1. Propiedades artiméticas de los limites.

Proposicién 22. Silim, ., f(z) = L y lim,_,, g(x) = M entonces:

1.
lim f(x)+g(x)=L+ M.
2.
lim f(x)g(x) = LM.
3. 8i M40

Observacion 23. La propiedad es la misma si cambiamos limites por limites laterales.
En el caso de que L # 0 y M = 0 podemos aplicar el siguiente resultado:

Proposicién 24. Silim,_,, f(z) = 0 y existe algin r > 0 tal que f(x) > 0 para todo

z € (a—r,a+r)\{a} entonces

lim

1 N
50 J(@)




Funciones. Limites y continuidad 9

1.2.2. Criterio del Sandwich.

Proposicién 25. ( Criterio del Sandwich ). Sean f,g,h funciones definidas en (a —
r,a+1)\ {a} para algin r > 0.

Si para todo x # a tal que a —r < x < a+ 1 se tiene que:

g9(z) < f(z) < h(2),
y lim, ., g(x) = lim,_,, h(x) = L entonces lim,_,, f(x) = L.

Demostracion. Sea € > 0 tenemos que encontrar § > 0 tal que si [z —a| < dy z # a
entonces |f(z) — L| < € o equivalentemente L — e < f(x) < L + .
Puesto que lim, ., g(x) = L para dicho € > 0 podemos encontrar §; > 0 tal que si

|x —a| < 1 y = # a se tiene que

L—e<g(zx) |<L+te

Por otra parte, usando que lim,_,, h(z) = L para dicho € > 0 podemos encontrar ds > 0

tal que si | — a|] < dy y « # a se tiene que

L—e<|h(zr)<L+e

Combinando los dos resultados tenemos que si § = min{dy,d2} >0y |z —a| <dyz #a

entonces

L—e<g(z)< f(x)<h(zx)<L+e.

Consecuencias y casos extremos:
Una de las principales consecuencias del criterio del sancwich es el resultado que afirma
que si una funcién tiene limite cero en un punto y esta acotada cerca de dicho punto

entonces el producto tiene limite cero. Recordamos las nociones de funciones acotadas.

Definicién 26. 1. Diremos que una funcion f estd acotada superiormente en el con-
gunto I si existe M > 0 tal que f(x) < M para todo x € I, es decir, si el conjunto

A={f(z):xz €1} esun conjunto acotado superiormente.

2. Diremos que una funcion f estd acotada inferiormente en el conjunto I si existe
M >0 tal que f(x) > M para todo x € I, es decir, si el conjunto A = {f(z):z €

I} es un conjunto acotado inferiormente.

9



10 Funciones. Limites y continuidad

3. Diremos que una funcion f estd acotada en el conjunto I si estd acotada superior
e inferiormente en I, es decir, si el conjunto A = {f(z) : © € I} es un conjunto

acotado.

Observacion 27. Una funcion puede ser acotada en un intervalo pero no en otro; por

ejemplo, f(x) = log(z) estd acotada en (2,3) pero no en (0,3).

Proposicién 28. Sea f(x) una funcion tal que lim, ,, f(z) = 0 y g(x) una funcion
acotada en algun intervalo (a —r,a +r) \ {a} para algin r > 0. Entonces:

lim f(z)g(x) = 0.

x—0

Ejemplo 29. Para calcular lim,_,, z sen(In(z)). Como lim, oz = 0 y sen(In(x)) aco-
tada en R\ {0} se tiene que:

lim xsen(In(z)) = 0.
Tr—00

Proposicién 30. ( Casos extremos del criterio del Sandwich.) Sean f(x), g(x) funciones

tales que para todo xr € R

f(z) < g(z).
1. 8ilim, ., f(x) = 00, entonces lim, . g(x) = co.

2. Silim,_,, g(z) = —o0, entonces lim,_,, f(x) = —oc0

Aplicaciones:

Ejemplo 31. Para calcular

, 1
alclg%) ) + sen(;)

1
Ndtese que lim,_,qsen(—) no eziste (se probard), pero para todo x € R,x # 0
T

1 1 S 1
ﬁ‘i‘sen(g) = ﬁ —1
, 1 L .
por lo tanto, como lim,_,oo — — 1 = 00, por el caso extremo del criterio del sandwich se
x
tiene que:
1

, 1
ilir(l) 2 + sen(;) =00

10



Funciones. Limites y continuidad 11

Ejemplo 32. Para calcular

Como x — x| > 0 siempre, se tiene que para todo x # 0

1 .
y lim, o0 ol 00, de nuevo se tiene que:

1
lim — + 1 — [2] = o0
z—=0 2

Observacion 33. El mismo tipo de resultados se puede obtener para limites laterales,
donde las desigualdades entre funciones se consideran solo para puntos a la derecha o a

la izquiera del punto a en el que se estudia el limite.

Corolario 34. Si f(x), g(z) son funciones tales que para todo x € (a —r,a+1r) \ {a}

[f ()] < g(x)

y lim, _,, g(z) = 0 entonces lim,_,, f(z) = 0.

1.2.3. Limites infinitos o en el infinito. Asintétas horizontales,

verticales y oblicuas.

Definimos a continuacién el limite en el infinito:

Definicién 35. Sea f definida en [r,00) para algin r € R. Diremos que lim,_,, f(x) =

L € R si para todo € > 0 existe R > 0 tal que para todo x > R se tiene que
[f(z) = L] <e

De forma andloga se define lim, , ., f(z) = L.

Interpretacién grafica: Dado € > 0, consideramos la banda horizontal limitada por
las rectas y = L — e y y = L + ¢; podemos encontrar un R > 0 tal que la gréafica de la
funcion en [R, 0c0) queda contenida en la banda horizontal.

Recordamos las nociones de asintotas:

Definicién 36. 1. f tiene en x = a una asintota horizontal si alguno de los limites
laterates de [ en a es 00 0 —o0, es decir, lim, .+ f(z) = L o lim, .+ f(x) = L

para L = o0 0 —o0.

11



12 Funciones. Limites y continuidad

2. y =L es asintota horizontal de f silim, , f(x) =L o lim, ,  f(x) = L.
3. Diremos que la recta y = Ax + B (con A #0) es una asintota oblicua de f si

lim f(z) —(Az+B)=00 lim f(z)— (Az+B)=0

T—00 T—r—00

Esto ocurre cuando lim,_, M = A ylim, , f(z) — Az = B, y andlogamente
x

en —o.

1.2.4. Limites y sucesiones.

En lo que sigue vemos un resultado que relaciona el limite de funciones y el limite de

sucesiones.

Proposicién 37. Sea f definida en (a —r,a + 1)\ {a}. Si lim,_,, f(z) = L donde
L eR,L =00o0L=—00, entonces para todo sucesion de nimeros reales {a,}5°, tal

que lim,, . a, = a y a, # a para todo n € N se tiene que:

lim f(a,) = L.

n—oo

Este resultado se aplica para justificar que no existen algunos limites de la siguiente

forma:
Corolario 38. Supongamos que ezisten dos sucesiones {a,}>2 | y {b,}>2, tales que

lim a,, = lim b,, = L.
n—oo n—oo

Y a, # a y b, # a para todo n € N y sin embargo
lim f(a,) # lim f(b,).
n—oo n—oo
Entonces NO EXISTE lim,_,, f(x).

1

Ejemplo 39. Ahora podemos probar que no existe lim,_,qsen(—). En efecto, basta con-
x

B 1

C 2nm+7/2

, o1 ’ 1
lim — = lim ———— =0,
n—oco NI n—o0 2N + /2

siderar las sucesiones: a, = — y b, . Es claro que:
nm

y sin embargo,

1 1
lim sen (—) = lim sen(nw) =0 # 1 = lim sen(2n7 + 7/2) = lim sen (—) :

n—00 Ay, n—o0 n—00 n—00 bn

12



Funciones. Limites y continuidad 13

Observacion: Esimportante destacar que no es lo mismo lim,_,, f(x) que lim,,_,, f(n),

ya que:
1. lim, o f(x) es un limite de f(z) cuando x — oo.
2. lim, o f(n) es el limite de la sucesion {f(n)}>2 ;.

Lo que siempre es cierto es el siguiente resultado que permite calcular limites de suce-

siones utilizando limites de funciones en el infinito.

Proposicién 40. Silim, .., f(z) = L entonces lim,,_,, f(n).

Sin embargo, el reciproco no es cierto. Basta considerar el siguiente ejemplo:
Ejemplo 41. Sea f(x) = sen(wx). Es claro que

lim nr = lim (4n 4+ 1)7/2 = 00
n— o0 n—oo

y sin embargo:
lim sen(mn) =0 # 1 = lim sen ((4n + 1)7/2)

n—o0 n—oo

Por lo tanto, no existe lim,_,, sen(wz), sin embargo lim,,_,, sen(mn) = 0-

e Otro ejemplo de esta situacion es lim, o, x — [x].

1.2.5. Infinitésimos equivalentes.

Definicién 42. Diremos que [ es un infinitésimo en x = a (donde a € R 0 a = 00 0
a = —o0 silim, ., f(z) = 0. Diremos que f es un infinito en a si lim,_,, f(zx) = oo o

—0Q.

Definicién 43. Diremos que dos infinitésimos f(x),g(x) o infinitos en a son equiva-
lentes, y lo denotamos por f(x) ~ g(x) en z = a si
x
lim M =1
z—a g(x)
Uso de infinitésimos equivalentes: Podemos sustituir un infinitésimo o infinito por

otro equivalente en productos y cocientes. pero nunca en sumas, restas o potencias

infinitas.

Proposicion 44. Sean f(x),g(x) dos infinitésimos o infinitos equivalentes en x = a,

entonces,

13



14 Funciones. Limites y continuidad

Observacion 45. No se puede sustituir un infinitésimo por otro equivalente en restas
o sumas. Por ejemplo. Las funciones f(x) = xze'/* y g(x) = x son infinitos en 0o y

ademas equivalentes , puesto que

1/x
, , , X€
lim ze'/* = lim z = oo, lim =1
T—00 T—00 r—00 I

Sin embargo:

lim ze'’® —z # 0
Tr—00

puesto que el limite anterior presenta una indeterminacion de tipo co—oo que se resuelve

de la siguiente forma:

1/ _ 1 —1/72 1/x
lim z(e!/* — 1) = lim T~ lm —ljae = 00.

Las equivalencias mas importantes son:
1. sen(x) ~ z si z — 0.

2. log(l4+xz) ~xzsixz— 0.

1.2.6. Propiedades de acotacion local y conservacion del signo.

En lo que sigue vemos el impacto del limite de una funcién en un punto a en el

comportamiento de la funcién en las proximidades de a: signo y acotacién.

Proposicién 46. Supongamos que lim,_,, f(x) = L > 0 entonces eziste un 6 > 0 tal

que si x € (a —d,a+0) \ {a} se tiene que:

f(x)>§>0.

L
Demostracion. Basta considerar € = 3 > 0 y aplicar la definicién de limite para encon-

trar § > 0 tal que si 0 < |z — a|] < J se tiene que:

Fa) — Ll < 5

14



Funciones. Limites y continuidad 15

Por lo tanto

L L L
P S —— L+ =
5 2<f(x)< +2

]

Observacion 47. El mismo tipo de resultado es cierto para L < 0 es cierto (formularlo
y probarlo). Ahora, si sabemos por ejemplo que lim, ,, f(x) = 0 sPodemos decir algo

1
acerca del signo de f en las prozimidades de a? Pensar en la funcion f(z) = xsen(—).
x

Proposicién 48. (Propiedad de acotacion local). Supongamos que lim,_,, f(z) = L >0

entonces existe un § > 0 tal que f estd acotada en (a —d,a+6) \ {a} para algin 6 > 0.

: . L ) .. .
Demostracion. Basta considerar ¢ = — > 0 como antes y aplicar la definicion de limite

para encontrar 6 > 0 tal que si 0 < | — a| < J se tiene que:

L

@)~ Ll <+

Por lo tanto para todo = € (a — §,a + §) \ {a} se tiene que
L L
- L+ =
5 < flz) < L+ 5

lo cual significa que f esta acotada en dicho intervalo estrellado. ]

15
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Capitulo 2

Continuidad

2.1. Funciones continuas.

Sea f definida en D = Dom(f) y sea a € D un punto interior de D es decir, existe r > 0
tal que (e —r,a+1) C D.

Definicién 49. Diremos que f es continua en a i

I f(x) = f(a).

r—a

Utilizando la definicién € — ¢ del limite: f es continua en a si para cada ¢ > 0 existe

9 > 0 tal que si |z — a| < § entonces |f(z) — f(a)] < e.

A veces la funcién sélo esta definida a la derecha o la izquierda de un punto y definimos

la continuidad lateral de la siguiente forma:

Definicién 50. Sea f definida en [a — r,a) para un cierto r > 0. Diremos que f es

continua por la derecha en a si

lim f(x) = f(a).

r—a™t

Definicién 51. Sea f definida en (a — r,a] para un cierto r > 0. Diremos que f es

continua por la 1zquierda en a Si

lim f(x) = f(a).

T—a—

Observacion 52. Una funcion es continua en un punto si y solo si es continua por la

derecha y por la izquierda en dicho punto.

17



18 Continuidad

2.1.1. Tipos de discontinuidades:

En los casos en los que una funciéon no es continua en un punto a se dice que f es

discontinua en a y se clasifican las discontinuidades de la siguiente forma:

o Discontinuidades evitable:

Definicién 53. Diremos que f tiene una discontinuidad evitable en a si lim,_, f(x)

existe (es finito) pero no coincide con f(a), es decir,

lim f(2) = f(a).

Tr—ra

Se llama discontinuidad evitable porque si consideramos la nueva funcién redefinida en

a dada por f(z) = f(z) siz # ay f(a) = lim,_,, f(z) entonces la nueva funcién f es

continua en a puesto que:

lim f(z) = lim f(z) = f(a).

T—a r—a
e Discontinuidades de salto:

Definicién 54. Diremos que [ tiene una discontinuidad de salto en a si los limites

laterales existen pero mo coinciden, es decir,
lim f(z) # lUm f(z).
T—a~ z—at

En este caso se dice que el salto de f en a es |lim, .- f(z) — lim,_,.+ f(x)]|.

e Discontinuidades esenciales:

Definicién 55. Diremos que f tiene una discontinuidad esencial en a si no existen

lim, .+ f(z) o lim, ,,- f(z) o alguno de ellos es 00 0 —oc.

2.1.2. Propiedades de las funciones continuas:

Una vez estudiadas las propiedades del limite se deducen de forma natural todas las

propiedades de la continidad:

Proposicién 56. Sean f,g definidas en (a — r,a +r) para un cierto r > 0. Si f,g son
continuas en a entonces f + g, fg es continua en a. Ademds, si g(a) # 0 se tiene que

= es continua en a.
g

18



Continuidad 19

Hay definiciones andlogas para la continuidad por la izquierda y por la derecha.
En cuanto a la composicion de funciones tenemos que la composicién de funciones con-

tinuas es una funcién continua:

Proposicién 57. Sea f definida en (a —r,a+r) para un cierto r > 0 y g definida en
(f(a) — s, f(a) + s) para algin s > 0. Si f es continua en a y g es continua en f(a)

entonces g o f es continua en a.

En lo que sigue estudiamos los teoremas principales de continuidad de funciones sobre

intervalos cerrados y acotados. Diremos que una funcién f es continua en [a,b] si f es

continua en (a, b) y es continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b.

2.1.3. Teorema de la acotacion de las funciones continuas:

Probaremos ahora que toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado es aco-
tada en dicho intervalo. En primer lugar veremos la siguiente propiedad de acotacion

local de la funcién:

Lema 58. (Propiedad de acotacion local de las funciones continuas.) Sea f una funcion

continua en a, entonces existe un 0 > 0 tal que f estd acotada en el intervalo (a—§, a+6).

Demostracion. Puesto que lim, ., f(xz) = f(a) utilizando la definicién de limite, para

e = 1, por ejemplo, podemos encontrar § > 0 tal que si |z — a| < ¢ entonces

[f(x) = fla)| <1 fla) =1 < f(z) < fla) +1,

con lo cual f esta acotada en el intervalo (a — d,a + 9).

Utilizando la continuidad lateral obtenemos que:

Proposiciéon 59. 1. Si f es continua por la derecha en a, existe un r > 0 tal que f

estd acotada en [a,a + 7).
2. Si f es continua por la izquierda en a, existe un r > 0 tal que f estd acotada en
(a—r,al.
Para probar el teorema de acotacion usaremos las siguientes propiedades elementales de

las funciones acotadas:

Lema 60. Sea f definida en los conjuntos I y J,
19



20 Continuidad

1. Si f estd acotada en I y f estd acotada en J entonces f estda acotada en I U J.
2. Si f estd acotada en I y J C I entonces f estd acotada en J.

Teorema 61. Sea [ una funcion continua en |a,b] entonces f estd acotada en [a,b].

Demostracion. Razonamos por red. al absurdo. Supongamos que f no estd acotada en
[a, b]. Entonces:

Dividimos el intervalo [a,b] en dos subintervalos de igual longitud [a, “t2], [22 b]. Si f
no estd acotada en [a,b] entonces f no estd acotada en alguno de los dos intervalos.
LLamemos I; = [a1,b1] a uno de los dos intervalos donde f no esté acotada. Asi:

f no estd acotada en I; = [ay,b] C [a,b] y long(I;) = 52

Seguimos el mismo proceso, dividimos el intervalo I; en dos subintervalos de igual lon-
gitud y elegimos y llamamos I a uno de ellos donde la funcién no esta acotada.
Siguiendo este proceso construimos una sucesién de intervalos encajados {I,}>°, de
modo que:

e [, CI, paratodon € N.

e long(1,) = &2 para todo n € N.

e f no esta acotada en I, para todo n € N.

En estas circunstancias llegamos a una contradiccién. En efecto, por la propiedad de los

b—a

= 0 existe un tnico ¢ € [a, ] tal que ¢ € I,, para

intervalos encajados como lim,,
todo n € N.

Se pueden presentar tres casos:

1. ¢ € (a,b) es un punto interior del intervalo. En este caso por la propiedad de
acotaciéon local existe § > 0 tal que f estd acotada en (¢ — 4, ¢ + d). Ahora bien,

para N suficientemente grande tenemos que

In C(c—d,c+9)

en efecto, puesto que ¢ € Iy basta elegir N tal que long(Iy) < ¢ lo cual es posible
puesto que lim,,_,, long(1,,) = 0.
Por lo tanto f acotada en (¢ —0d,c+0) pero f no estd acotada en un conjunto méas

pequeno I;, ESTO NO ES POSIBLE y llegamos a una CONTRADICCION.

2. ¢ = a se razona de forma analoga al caso anterior pero con la continuidad por

la derecha de la funcién en a y la acotacion local a la derecha de a, llegando a

CONTRADICCION.
20



Continuidad 21

3. ¢ = b se razona de forma andloga al caso anterior pero con la continuiudad por la
izquierda de la funcién en b y la acotacién local de f a la izquierda de b, llegando
a CONTRADICCION.

2.1.4. Teorema de Weierstrass de las funciones cotinuas.

Definicién 62. Sea [ definida en un conjunto I.

1. Diremos que a es un punto de mdximo absoluto de f en I si para todo x € I se

tiene que:
f(z) < fla).

En este caso f(a) es el valor mdximo de f en I.

2. Diremos que a es un punto de minimo absoluto de f en I si para todo x € I se

tiene que:
f(@) > f(a).

En este caso f(a) es el valor minimo de f en I.

Teorema 63. ( Teorema de Weierstrass ) Sea f una funcion continua en [a, b

entonces f alcanza mdzimo y minimo absoluto en [a, b).

Demostracion. Hacemos la prueba para obtener el maximo absoluto; en el caso del
minimo absoluto la prueba es analoga.

Tenemos que encontrar ¢ € [a,b] tal que f(z) < f(c¢) para todo x € [a,b]. En primer
lugar, si f es continua en [a, b] utilizando el teorema de acotacién obtenemos que f es
acotada en [a, b]; por tanto el conjunto A = {f(x) : = € [a,b]} estd acotado y por la

propiedad del supremo existe

a =sup{f(x):x € [a,b]} = sup(A).

Vamos a probar que dicho supremo es un maximo, es decir, que existe ¢ € [a, b] tal que
f(c) = a y entonces f alcanza el maximo absoluto en el punto c.

Por definiciéon de supremo,

e Puesto que a — 1 < « se sigue que a — 1 no es cota superior de A y por tanto existe

xy € [a,b] tal que f(z1) > a —1.
21



22 Continuidad

De la misma forma, para todo n € N,
e Puesto que o — % < « se sigue que o — % no es cota superior de A y por tanto existe
T, € [a,b] tal que f(z,) > a — L.

n

Construimos de esta forma una sucesién {z,}> ; en [a, b] de modo que para todo n € N,

a—%<f(xn)§oz.

Como consecuencia del criterio del Sandwich se tiene que lim,,_,, f(z,) = a.

Por otra parte, la sucesién {z,}°, es acotada con a < z,, < b para todo n € N. Por
tanto tiene una subsucesion convergente a un punto ¢ € [a,b] por los resultados de
sucesiones. Sea {z,, }72, dicha subsucesién. Ahora:

e Como f es continua en ¢ y limy_,o z,, = ¢ se tiene que limy_, f(z,,) = f(c).

e Por otra parte, como lim,_,o f(z,) = a y {f(xn, )}, es subsucesion de {f(z,)}22,
se tiene que limy o0 f(2n, ) = a.

Por lo tanto, f(c) = a. Asi, como ¢ € [a,b] y f(z) < f(c) para todo x € [a,b] se tiene
que ¢ es un maximo absoluto de f en [a, b].

]

Hay otra demostracién del teorema de Weierstrass que no requiere la utilizacion de

sucesiones e incluimos a continuacion:

Demostracion. Haremos la demostracién para el maximo absoluto y de foma analoga se
prueba para el minimo.

Razonaremos por red. al absurdo. Supongamos que no existe un punto de maximo
absoluto de f en [a,b]. Consideramos el conjunto A = {f(z),z € [a,b]}. Por el teorema
de acotacién este conjunto es acotado y por tanto existe el supremo de A que llamaremos

. Sea la funcion auxiliar:
1

a— f(z)

Es claro que f(z) < « para todo = € [a,b] y en particular, o — f(z) > 0. Puesto que f

g(z) =

no alcanza méximo se tiene que « # f(z) para todo x € [a, b], por lo tanto g es continua
en [a, b] y aplicando de nuevo el teorema de acotacién tenemos que existe K > 0 tal que

para todo x € [a, b]

1

1
g(z) = a——f(x)

<K< ga—f(x)<:>f(x)§a—g.

1
K
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1
Esto significa que o — T es cota superior del conjunto A lo cual NO ES POSIBLE
puesto que « es es supremo de dicho conjunto y por lo tanto es la minima cota superior
del mismo.

]

2.1.5. Teorema de Bolzano. Teorema de Barboux o de los va-

lores intermedios.

Para la prueba del teorema de Bolzano es esencial la propiedad de conservaciéon del signo

de las funciones continuas.

Corolario 64. (Propiedad de conservacion del signo.) Sea f continua en a y f(a) >0

entonces existe 0 > 0 tal que para todo x € (a — d,a + 0) se tiene que f(x) > 0.

Demostracion. Por la definicién de limite, puesto que lim,_,, f(x) = f(a) > 0 se tiene

f(a)

que para € =~ existe 6 > 0 tal que si x € (a — d,a + 9) \ {a} se tiene que

f) - L9 < 1) < gy + 12

En particular se tiene que f(z) > 0 para todo x € (a—J,a+0) y como f(a) > 0 entonces
f(z) > 0 para todo = € (a — d,a + 0). O

De forma anéloga, considerando los limites laterales se tiene que:

Corolario 65. 1. Si f es continua por la derecha en a y f(a) > 0 entonces existe

d > 0 tal que f(z) > 0 para todo x € |a,a+ 6).

2. Si f es continua por la izquierda en a y f(a) > 0 entonces existe 6 > 0 tal que

f(z) > 0 para todo x € (a — 6, al.

Teorema 66. TEOREMA DE BOLZANO. Sea f una funcién continua en [a,b].
Si f(a)f(b) <0 entonces existe algin c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracion. Utilizaremos el método de la biseccién que ademas nos servira para lo-

calizar las raices de la ecuacién f(z) = 0.

M¢étodo de la biseccion: Dividimos el intervalo [a, b] en dos subintervalos de igual longitud
[a, co), [co, b] con cg = =2, Si
flco) =0
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24 Continuidad

ya hemos acabado la demostracién. En otro caso, llamaremos I; = [aq, b1] al intervalo
de entre los dos intervalos [a, co], [co, b] que verifica que f(ay)f(b1) < 0. Nétese que
long(I;) = 2.
Seguimos el proceso: consideramos el intervalo I1 = [aq, b;] y lo dividimos en dos subin-

tervalos de igual longitud [aq, ¢1], [c1, b1] con ¢ = ‘“QLIH Si

fle) =0

ya hemos acabado la demostracion. En otro caso, llamaremos escogemos el intervalo
Iy = [ag, bs] de modo que f(az)f(be) < 0.

Si seguimos el proceso, o bien en algin paso de la prueba encontramos ¢ € (a, b) tal que

fle)=0

En otro caso, obtenemos una sucesion de intervalos cerrados y acotados y encajados
{I,,}5°, de modo que:

e [, C I, para todon € N.

e long(1,) = %2 para todo n € N.

e f(a,)f(b,) < 0 para todo n € N.

Por la propiedad de los intervalos encajados existe ¢ € I,, para todo n € N. Veamos que
f(e)=0.

Razonamos por red. al absurdo, supongamos que f(c) # 0. Consideramos primero el
caso f(c) > 0; en el otro caso se razona de forma andloga.

Se pueden presentar tres casos:

1. ¢ pertenece al intervalo abierto (a,b). En este caso, como f es continua en ¢ por
la propiedad de conservacion del signo de las funciones continuas existe 6 > 0 tal
que f(z) > 0 para todo = € (¢ —d,c+ ). Ahora, como como lim,, , long(l,) =0
para algin ng € N se tiene que long(l,,) < 5y ¢ € I, luego I,, C (¢ — d,¢c + 9)
y por tanto f(x) > 0 para todo = € I,, = [an, b,). Esto NO ES POSIBLE ya que
Flan) f(by) < 0, luego llegamos a CONTRADICCION.

2. si ¢ = a se razona de la misma forma con la continuidad por la derecha de f en a
y se llega a CONTRADICCION.

3. si ¢ = b se razona de la misma forma con la continuidad por la izquierda de f en
a y se llega a CONTRADICCION.
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Continuidad 25

Teorema 67. Teorema de Darboux o de los valores intermedios.

Sea [ una funcion continua en [a,b] y f(a) < d < f(b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que
f(e) =d.

Demostracion. Consideramos la funcién auxiliar g definida en [a, b] de la siguiente forma:

Es claro que g es continua en [a,b], puesto que f lo es, y como g(a) < 0y g(b) > 0

entonces utilizando el teorema de Bolzano tenemos que existe ¢ € (a, b) tal que
g(c) =0« f(c)—d=0< f(c) =d.
con lo cual queda probado. O

Aplicaciones del teorema de Bolzano:

e Existencia y localizacion de raices de una ecuacion f(x) = 0.

Probaremos que la ecuacién x3 + 2z + 1 = 0 tiene una solucién en R y obtendremos una
aproximacién de la misma con error menor que 0, 3. Consideramos la funcién f(z) =
23+ 22 +1=0. Es claro que f(—1) < 0y f(0) > 0 con lo cual aplicando el teorema de
Bolzano a f(z) que es continua podemos asegurar que existe una raiz del polinomio en
[—1, 0]. Utilizamos el método de biseccién: puesto que f(5F) < 0 por el mismo argumento
hay una raiz en [5!,0]. Calculamos f(=5') > 0 con lo cual hay una raiz en [—0, 25, —0, 5]

con lo cual el valor aproximado de la raiz con error menor que 0,3 es —0, 25.

e Obtencion de un valor aprorimado de V2.
V2 es la solucién positiva de la ecuacién 2 — 2 = 0. Para obtener un valor aproximado
mediante el método de la biseccién, consideramos la funcién continua f(z) = 2? — 2 y

utilizamos el método comenzando con el intervalo [1, 2]:

e Como f(1) <0y f(2) > 0 consideramos el punto medio 2 = 3 puesto que f(2) > 0
elegimos el invervalo [1, 3].
e Consideramos el punto medio HT?’/Q = 5/4, puesto que f(5/4) < 0 elegimos el invervalo

[5/4,3/2).

e Consideramos el punto medio 5/42;3/2 = 11/8, puesto que f(11/8) < 0 elegimos el
intervalo [11/8,3/2].

e Consideramos el punto medio W = 23/16, puesto que f(23/16) > 0 consideramos
el intervalo [11/8,23/16].

e Consideramos el punto medio 11/8+—223/16 = 45/32, puesto que f(45/32) < 0 considera-
mos el intervalo [45/32,23/16].
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26 Continuidad

Podemos seguir el proceso: hasta este punto tendremos que
1,40625 = 45/32 < V2 < 23/16 = 1,4375,

con lo cual /2 ~ 1,4 con un error menor que 0, 1.

2.1.6. Teoremas del punto fijo

Diremos que = € R es un punto fijo de f si f(x) = z. Los teoremas del punto fijo
constituyen una fuente de aplicaciones del calculo en muchos problemas. Vemos un

primer teorema de punto fijo que es una consecuencia del teorema de Bolzano:

Proposicién 68. (Teorema del punto fijo) Sea f :[0,1] — [0,1] una funcion continua

en [0,1]. Entonces f tiene al menos un punto fijo, es decir existe ¢ € [0, 1] tal que

fle) =c.

Demostracion. En primer lugar tenemos en cuenta que los puntos fijos de f son ceros
de la funcién g(x) = f(x) — x. Puesto que ¢ es una funcién continua en [0, 1], por serlo

f, se pueden presentar los siguientes casos:

1. si f(0) = 0 ya hemos acabado:0 es punto fijo de f.
2. si f(1) =1 ya hemos acabado: 1 es punto fijo de f.

3. En otro caso, como 0 < f(z) < 1 para todo = € [0, 1], se tiene que: f(0) > 0y
f(1) < 1 entonces ¢g(0) > 0y g(1) <0, y aplicando el teorema de Bolzano a f en
[0, 1] se tiene que existe ¢ € [0,1] tal que g(c¢) = 0 y por lo tanto f(c) =¢, y ¢ es
punto fijo de f.
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Capitulo 3

La derivada

Definicién 69. Sea f definida en un intervalo abierto centrado en a, (a —r,a+1) para

algin r > 0. Diremos que f es derivable en el punto a si el siguiente limite existe,

o 1@) = (@)

r—a T —a

= f'(a) € R.
Al nimero f'(a) le llamaremos derivada de f en el punto a.

Interpretacion geométrica: f'(a) es el limite de las pendientes de las cuerdas o rectas
secantes que unen los puntos (a, f(a)) v (z, f(x)). De esta forma la gréfica de la funcién

tiene recta tangente en el punto (a, f(a)).

Definicién 70. Si una funcion es derivable en a se define la recta tangente a la grdfica
de f en x = a como la recta que pasa por (a, f(a)) y tiene pendiente f'(a), siendo la

ecuacion de dicha recta:
y=fla)+ f(a)(z — a).
Caso de tangente vertical: En el caso de que la funcién f sea continua en a y

i 1@ = (@)

r—a €T —Q

=00, 0— 00
la funcién f no es derivable en x = a. Sin embargo, en este caso la recta z = a es la
tangente vertical a la grafica en el punto (a, f(a)).

En algunas ocasiones la funcién estd definida de distinta forma a la derecha o izquierda,

o sélo esta definida a la derecha o la izquierda y hablamos de derivadas laterales:

Definicién 71. La derivada por la derecha de f en a que denotaremos por f'(a™) es el

valor del siguiente limite, siempre y cuando exista:

flat) — 1 1) =@

z—at Tr—a
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28 La derivada

De la misma forma;

Definicién 72. La derivada por la izquierda de f en a que denotaremos por f'(a™) es

el valor del siguiente limite, siempre y cuando exista:

) — i L@ =S

r—a™t Tr—a

Se tiene el siguiente resultado que resulta muy tutil cuando la funcién estd definida de

distinta forma a la derecha e izquierda del punto a estudiar :

Proposicion 73. La funcion f es derivable en a si y solo si

f(a*) = lim —f(x) ~ fla) = lim

z—at Tr—a T—a~ r—a

Ejemplos de funciones que no son derivables en un punto «

1. La grafica de la funcién f(z) = |r — 5| tiene un pico en el punto 5; se puede

comprobar que f no es derivable en dicho punto ya que:
|z — 5|

i L@ =S0) _ lim ——— =1# 1= lim —— =

z—5+ r—5 =5t T — D z—5— I — z—5— r—5

De hecho, siempre que existan los limites laterales, pero no coincidan, es decir

o L) = 1@ @)~ @)

z—at r—a T—a~ r—a
la funcién no seré derivable en a y tendra un pico en a o punto anguloso.

2. La funcién f(x) = |2|'/2 verifica que:

_ 1/2
L F@) - O el
z—0+ z—0 z—0t X

_ 1/2
lim (m) f(O) = lim m —00
es0-  x—0 e—0- —|z|

y por tanto no es derivable en 0, ni tiene tangente vertical.

Aproximacién: Si f es derivable en a podemos aproximar la grafica de la funcién por la

recta tangente a f en (a, f(a)) en las proximidades de a.

Teorema 74. Sea f una funcion derivable en el punto a. Entonces f es continua en a.

28
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Demostracion. Supongamos que f es derivable en el punto a, entonces:

Entonces,

lim f(z) — f(a) = lim

T—a r—a T — qQ

y por lo tanto lim,_,, f(z) = f(a)

(x—a)=0

3.1. Funcién derivada.

Si f es derivable en un intervalo abierto I, la funcién derivada f’ es la funcién que asigna
a cada punto = € I el valor de la derivada de f en z, es decir: f': x — f'(x).
El siguiente resultado es 1til en algunas ocasiones cuando la funcién esté definida de

distinta forma a ambos lados de un cierto punto:

Proposiciéon 75. Sea f una funcion definida en (a — r,a + r) para algin r > 0 y

derivable en (a —r,a + 1)~ {a} para algin r > 0 y tal que

1. f es continua en x = a.

2. Los limites lim,_ o+ f'(x),lim,_,,— f'(x) existen o son oo 0 —oc.
Entonces, son equivalentes

1. f es derivable en a.

2. lim, o+ f'(z) = lim, .- f'(z) € R.
Ademds en este caso, f'(a) = lim,_,, f'(x).

Observacion: Para utilizar el resultado anterior hay que asegurarse de que los limites
lim, .+ f'(x),lim,_ .- f'(z) existen o son co 0 —oo, puesto que si no el resultado no es

cierto. Por ejemplo, la funcién f(z) = a?sen(2) si z # 0y f(0) = 0 es derivable en 0
puesto que:
x?sen(L) — 0 1
lim # = lim xsen(—) =0
x—0 €r — 0 x—0 X

ya que limg,_or =0y sen(%) es una funcion acotada. Sin embargo,
lim f'(x) = 2zsen(>) — cos(+)
lim f'(z) = 2z sen . Ccos ol

no existe. Nétese que la condicién f/(a) = lim,_,, f'(x) significa que la funcién derivada

es continua en a lo cual es una condicién més restrictiva que ser derivable en a.
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3.1.1. Propiedades de las funciones derivables:

Proposicién 76. Sean f, g definidas en (a — r,a +r) para un cierto r > 0. Si f, g son
derivables en a entonces f + g, fg es continua en a. Ademds, si g(a) # 0 se tiene que

= es continua en a. Ademds,
g

1. (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a).
2. (fg)'(a) = f'(a)g(a) + fla)g'(a).

3. Sig(a) #0

(§>/ (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

En cuanto a la composicion de funciones tenemos que la composiciéon de funciones de-

rivables son derivables:

Proposicién 77. (Regla de la cadena) Sea f definida en (a — r,a + 1) para un cierto
r >0y g definida en (f(a) — s, f(a) + s) para algin s > 0. Si [ es derivable en a y g

es derivable en f(a) entonces go f es derivable en a y

(g0 f)(a) =d'(f(a))f (a).

3.2. Derivada de la funcién inversa.

Sea f : [a,b] — [c,d] una funcién inyectiva y sobreyectiva. Entonces, existe la funcién

inversa f~! : [¢,d] — [a,b] verificando que para todo z € [a,b], y € [c, d]

fHf(2) ==, U W) =y
Continuidad de la funcién inversa. Sea f : [a,b] — [¢,d] una funcién biyetiva y
continua en [a, b]. Entonces la funcién inversa f=1 : [¢,d] — [a,]] es continua.

Derivabilidad de la funcién inversa. Sea f : [a,b] — [c,d] una funcién continua en

[a,b] y derivable en (a,b) tal que f'(x) # 0 para todo = € (a,b), Entonces,
1. f es inyectiva en [a, b].

2. f es sobreyectiva sobre el intervalo [m, M] siendo m = min{f(z) : € [a,b]} ¥

M = méx{f(x) : x € [a,b]}.
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3. La funcién inversa f=1: [m, M] — [a, b] es derivable en (m, M) y ademds se tiene

que si x € (a,b) :

3.3. Extremos relativos. Condicion necesaria.

Definimos en primer lugar los maximos y minimos relativos de una funcion:

Definicién 78. Sea f una funcién definida en el intervalo (a,b) y ¢ € (a,b). Diremos

que
i) ¢ es mdzimo relativo de f si existe r > 0 tal que
f(z) < f(c) paratodox € (c—r,c+7).
ii) ¢ es minimo relativo de f si existe r > 0 tal que
f(z) > f(c) paratodox € (c—r,c+7).
iii) ¢ es un extremo relativo de f si ¢ es un méximo o minimo relativo de f.

Graficamente se observa que, en el caso de funciones derivables, los puntos de méaximo
o minimo relativos son aquéllos en los que la recta tangente a la gréafica es horizontal, o
lo que es lo mismo, la derivada de f en dichos puntos es nula. A continuacién probamos

este resultado.

Teorema 79. Sea f una funcion derivable en el intervalo (a,b). Si ¢ € (a,b) es un

extremo (mdzimo o minimo) relativo de f entonces:

f'(e) =0

Demostracion. Supongamos que ¢ es un punto de maximo relativo de f, entonces hay
un r > 0 tal que
f(x) < f(e) para todo = € (¢ —r,c+7).
f(@) = f(o)

Observamos el signo de los cocientes —————— y tenemos que
fx) = f(c)
. xr—c
existe, cuando x — ¢~ tenemos que

eSiz € (c—r0c) > 0, por lo tanto pasando al limite, que sabemos que

f'(e) = lim J@) = Jlo) > 0.

z—0~ r —C
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32 La derivada
f(@) = f(o)
xr—c

existe, cuando z — ¢* tenemos que

e Six € (¢c,c+r), < 0, por lo tanto pasando al limite, que sabemos que

f'(c) = lim @) = /() <0.

z—0t r —cC

Asi, 0 < f'(¢) <0y f'(c) =0. O

Corolario 80. Sea f una funcion derivable en el intervalo (a,b). Si ¢ € (a,b) es un
extremo (mdximo o minimo) relativo de f entonces la recta tangente a la grdfica en el

punto (c, f(c)) es horizontal, es decir, es la recta y = f(c).

Observacion 81. La condicién anterior es una condicion necesaria para que un punto
sea un extremo de una funcién derivable en dicho punto pero no es suficiente. En efecto,
basta considerar el ejemplo f(z) = 3. Claramente el punto z = 0 no es un extremo

relativo de f puesto que f(z) < f(0)siz < 0y f(z) > 0si x > 0. Sin embargo,
f(0)=0
Observacion 82. Una funcion puede no ser derivable en un punto y tener un extremo

relativo en dicho punto. Basta considerar la funcién f(z) = |z|. Claramente el punto

x =0 es un punto de minimo relativo de f puesto que f(x) = |z| > 0 = f(0).

Observacién 83. Relacion entre extremos relativos y absolutos. Sea f una funcion
definida en [a,b]. Supongamos que ¢ es un maximo o minimo absoluto de f en [a,b].
Entonces:

e Si ¢ € (a,b), entonces ¢ es un extremo relativo de f. En efecto, supongamos que ¢
es un maximo absoluto de f en (a,b). Elegimos r suficientemente pequenio para que
(¢ —r,c+ 1) C |a,b], basta elegir r = min{c — a,b — a}. Puesto que f(z) < f(c) para
todo z € [a,b], en particular, f(z) < f(c) para todo x € (¢ — r,c+r) y por lo tanto ¢
es un maximo relativo de f.

e Sic =aoc = b, puede ocurrir que ¢ no sea extremo relativo. Por ejemplo, si

3 en el intervalo [0,1] es claro que z = 0 y = 1 son el minimo y

consideramos f(z) = x
méximo absoluto de f en [0, 1], sin embargo ninguno de los dos es extremo relativo de

la funcion f.

3.4. Teorema del Valor Medio y aplicaciones

En este tema vamos a tratar el teorema del valor medio que relaciona una funcién con

la funcion derivada.
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Probaremos en primer lugar el teorema de Rolle, que afirma que si una funcién continua
en un intervalo cerrado y acotado y derivable en el intervalo abierto es cero en los
extremos entonces existe algin punto en el interior del intervalo donde la recta tangente
de f en dicho punto es horizontal, o lo que es lo mismo, la derivada en dicho punto es
cero. Graficamente se observa que dicho punto sera donde la funcién alcance el maximo

o el minimo absoluto.

Teorema 84. Teorema de Rolle: Sea f : [a,b] — R una funcién continua en |a,b] y
derivable en (a,b). Si f(a) = f(b) entonces eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. En el caso de que la funcién sea f(z) = f(a) = f(b) para todo x € [a, b]
se tiene que f'(x) = 0 con lo cual el resultado es cierto. En otro caso, existe d € (a,b)
tal que f(x) # f(a). Supongamos que f(d) > f(a) = f(b) (en otro caso la prueba
es andloga). Entonces, como f(z) es continua en [a,b] por el teorema de maximos de
Weierstrasss existe el méximo absoluto de f(z) en [a,b], llamémosle ¢. Como ¢ € (a,b)

dicho punto es un méximo relativo y por lo tanto f’(¢) = 0.

[

A partir de este resultado probaremos el teorema del Valor Medio:

Teorema 85. Sea f : [a,b] — R una funcidn continua en [a,b] y derivable en (a,b).

Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

EI(UES (C]

Demostracion. Vamos a buscar una funcién g(z) que se anule en los extremos del in-
tervalo [a,b] de modo que al aplicar el teorema de Rolle se obtenga la conclusion.
Consideramos la recta que pasa por (a, f(a)) y (b, f(b)) que tiene por ecuacién y =

fb) = f(a)

rencia de f(z) con dicha recta, el punto (o puntos) que buscamos son aquéllos donde la

(x —a)+ f(a). Se observa graficamente que si consideramos la funcién dife-

funcién diferencia se maximiza o minimiza. Vedmoslo analiticamente. Consideramos la
funcién

o) = )~ (1O=L 0y 4 f1o)

Dicha funcién es continua en [a, b] y derivable en (a,b), puesto que f(x) lo es. Ademas,

g(a) = g(b) = 0. Por lo tanto, aplicando el teorema de Rolle tenemos que existe ¢ € (a, b)

tal que ¢'(c¢) = 0, por lo tanto:
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3.4.1. Aplicaciones del Teorema del Valor Medio

Unicidad de raices de una ecuacién en un intervalo. El teorema de Bolzano
afirma que si f(z) es una funcién continua en [a,b] y f(a)f(b) < 0 entonces existe al
menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0. Mediante la utilizacién del teorema de Rolle, si
f'(z) # 0 para = € (a,b) se obtiene la unicidad de dicha raiz en el intervalo (a,b). En
efecto, en otro caso, si ¢ < d son tales que f(c) = f(d) = 0 entonces existe a € (¢, d) tal

que f'(¢) =0y esto no es posible.

Ejemplo 86. 1. La ecuacién 2® + 2z + 1 = 0 tiene una tnica raiz real. En efecto,
consideramos la funcién f(z) = z° + 2z + 1. Puesto que f(—2) < 0y f(0) > 0
y f(x) es continua en [—2,0] hay un ¢ € (—2,0) tal que f(c¢) = 0. Ademas como
f'(z) = 5z* + 2 > 0 para todo x € R, dicho ¢ es tnico.

2. La ecuacién z* — 9z — 1 = 0 tiene exactamente dos raices reales distintas. Consi-
deramos la funcién continua f(z) = z* — 9z — 1. Como f(—2) >0y f(0) < 0 hay
al menos un ¢ € (—2,0) tal que f(c) = 0; de la misma forma, como f(4) > 0 existe
al menos un d € (0,4) tal que f(d) = 0. Luego la ecuacién tiene al menos dos
raices reales distintas. Si tuviese mas de dos raices reales distintas, a; < ay < as
aplcando el teorema de Rolle a f(z) en [a1, as] y [az, as] obtendriamos dos niimeros
by < by tal que f'(by) = f’(bs) = 0. Esto no es posible ya que f'(z) = 42* —9 =0

siy solo si z = ()13,

Desigualdades: El teorema del valor medio nos permite obtener desigualdades intere-

santes en el caso de que la funcién derivada esté acotada.

Lema 87. Sea f(x) una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si |f'(z)| < M

para todo x € |a,b] entonces para todo x,y € [a,b]

[f(z) = fly)] < M|z —y].

Demostracion. Sean x,y € [a, b, suponemos x < y, como [ contina en [z, y] y derivable

en (x,y), aplicando el teorema del valor medio existe ¢, € [z, y] tal que

[f(@) = fW)] = |f'(ca)lle =yl < M|z —y.
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Ejemplo 88. 1. Demostrar que para todo x, € R se verifica que:
|senz| < |z|.

Basta aplicar el resultado anterior a la funcién f(x) = senx en cualquier intervalo

0, x| y tener en cuenta que |f'(z)| = |cosx| < 1 para todo z € R.
y q p

2. Probar que €* > x 4 1 para todo = > 0. Aplicamos el teorema del valor medio a
f(z) = €® en cualquier intervalo [0, z] con z > 0. Entonces, existe t € (0,z) tal
que

e —1=c¢cz>uz.

3.4.2. Crecimiento y decrecimiento.

En esta secciéon estudiaremos el crecimiento y decrecimiento de una funcién y cémo

determinarlo por medio de la derivada.
Definicién 89. Diremos que una funcién f es

i) creciente (resp. estrictamente creciente) en un intervalo I si para cualquier z,y € T

con x < y se tiene que
f@) < fly) (resp. f(z) < f(y)).

ii) decreciente (resp. estrictamente decreciente) en un intervalo I si para cualquier

x,y € I con x < y se tiene que
f@) = fly) (resp. flz) > f(y))

Como aplicacion del teorema del valor medio podemos obtener intervalos de crecimiento
y decremiento de una funcién en el caso de que sea derivable mediante el estudio del

signo de la derivada.

Teorema 90. Sea f(x) una funcion derivable en un intervalo abierto I:
i) Si f'(x) > 0 para todo x € I entonces f(x) es estrictamente creciente en 1.
i1) Si f'(x) < 0 para todo x € I entonces f(x) es estrictamente decreciente en I.

iii) Si f'(x) =0 para todo x € I entonces f(x) es constante en I.
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Demostracion. Sean z,y € I con x < y, puesto que f continua en [x,y] y derivable en

(x,y) podemos aplicar el teorema del Valor Medio y existe t € (z,y) tal que

fly) = flz) = ')y — )
con lo cual:
i) En el caso de que f'(t) > 0 para todo t € I se tendria que f(y) — f(x) > 0 con lo cual
f(z) < f(y); por lo tanto f es estrictamente creciente en 1.
it) En el caso de que f’(t) > 0 para todo t € I se tendria que f(y) — f(z) < 0 con lo
cual f(y) > f(x); por lo tanto f es estrictamente decreciente en 1.
Para probar #ii), elegimos a < x € I, aplicando el teorema de Rolle a f en [a, 2] tenemos

que existe ¢ € (a, ) tal que

f(@) = fla) = f(t)(x —a) =0
con lo cual f(z) = f(a) para todo x € I, y por lo tanto f es constante en I.
O]

Observacion 91. En particular, si f(z), g(x) son funciones derivables en (a,b) y f'(x) =
¢'(z) para todo x € (a,b) entonces f — g es constante en (a,b). En efecto, puesto que
(f —9)(x) = f'(z) — ¢'(x) = 0, aplicando el resultado anterior se obtiene que f — g es

constante en I.

3.4.3. La regla de L’Hopital

Otra de las aplicaciones del Teorema del Valor Medio es la regla de L “Hopital. Para la

demostracion se usa el Teorema del Valor Medio de Cauchy.

Teorema 92. (Teorema del Valor Medio de Cauchy) Sean f,g: [a,b] — R, f, g

continuas en |a,b] y derivables en (a,b). Entonces, existe un punto ¢ € (a,b) tal que

[(b) = fla)lg'(c) = [9(b) — g(a)]f'(c).
Teorema 93. (Regla de L’Hopital) Sean f, g funciones derivables en (a—¢, a+d)\{a}
y tal que lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) = 0. Si
e

Ii =
va ' (1)
con L € RU {oo} U {—00}, entonces:
/
ttm L&) _ g £
o) e gla)

Observacion 94. El resultado también es cierto en el caso lim, ., f(x) = lim,_,, g(x) =

=L

00 0 —00 0 cuando a = 00 0 —00, o se trata de limites laterales.
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3.5. La derivada segunda. Aplicaciones.

Sea f(x) una funcién derivable en I = (a, b) y consideremos la funcién f’(z), si la funcion
f'(x) es derivable en a se dice que f(x) es dos veces derivable en a. A la derivada de
f'(x) en a se la llama derivada segunda de f en a se denota por f”(a).

Una funcién es dos veces derivable en I = (a,b) si la funcién f’(z) es derivable en
I. La derivada segunda de una funcién tiene una aplicacién muy importante para la

determinacion de extremos locales o relativos.

Teorema 95. (El criterio de la derivada sequnda para clasificacion de extremos locales)
Sea f(x) una funcion dos veces derivable en el intervalo I = (a,b). Sea ¢ € (a,b) tal que
f'(c) =0, entonces:
i) Si f"(c) > 0 el punto ¢ es un minimo relativo de f(x).

ii) Si f"(c) <0 el punto ¢ es un mdzimo relativo de f(x).

iii) Si f"(c) =0, el criterio no decide.
Demostracion. Supongamos que f”(c) > 0. Como

/ ol /
fl/(c) — h/m f (l.) f (C) — f ('x) > O,
T—C Tr—cC r—cC

f'(x)

esix € (c—r,c) se tiene que f'(z ) < O por lo tanto, f(x) es decreciente en (¢ — 7, ¢|.

podemos encontrar r > 0 tal que >0siz € (c—rc+r), entonces:

e six € (¢,c+r) se tiene que f'(x) > 0, por lo tanto f(z) es creciente en [c,c + 7).
luego si z € (c—r,c+r) se tiene que f(x) < f(c) y por lo tanto ¢ es un punto de minimo
relativo de f(z).

La demostracion en el caso de que f”(c) > 0 es andloga. ]

3.5.1. Concavidad y convexidad.(*)

Definicién 96. Sea f(x) una funcién definida en un intervalo (a,b). Diremos que f(x)

es convezxa en el intervalo (a,b) si para todo z,y € (a,b) y 0 < X <1 se tiene que

[z + (1 =Nz) < Af(z) + (1= A)f(y)

De forma andloga, diremos que f(z) es cdncava en el intervalo (a, b) si para todo x,y €
(a,b) y 0 < XA <1 se tiene que

fOz+ (1= Nz) = M(2) + (1= A f(y)
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Graficamente, la convexidad significa que dados dos puntos z, y la grafica de la funcion

queda por debajo de la recta que une los puntos la gréfica (z, f(x)) y (v, f(y).
Teorema 97. Sea f(x) una funcion dos veces derivable en un intervalo abierto I.
1. Si f"(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces f(x) es conveza en (a,b).

2. Si f"(z) <0 para todo x € (a,b) entonces f(x) es concava en (a,b).

Definicién 98. Un punto ¢ € (a,b) es un punto de inflexion de f(z) si existe r > 0 tal

que f(z) es convexa (resp. concava) en (¢ —r,c¢) y céncava (resp. convexa) en (¢, c+7).

Lema 99. Si f(z) es dos veces derivable en (a,b) y ¢ es un punto de inflexion de f(x)

entonces f"(c) = 0.

Observacién 100. No es cierto, en general, que si f”(¢) = 0 el punto ¢ sea un punto de

inflexién. Basta considerar la funcién f(z) = z* que es convexa en todo R y sin embargo

£1(0) =0

3.6. El Teorema de Taylor. Aplicaciones.

De la misma forma que se define la derivada segunda se pueden definir las derivadas

n-ésimas para cualquier n > 2. Denotamos por f™(x) a la derivada n-ésima de f en I.

Definicién 101. Diremos que una funcién es de clase C™ en (a,b) si f es n-veces
derivable en el intervalo (a,b) y f™ es continua en (a,b). Diremos que f es de clase

C™ en (a,b) si f es de clase C" para todo n € N.

Ejemplo 102. Las funciones polinomicas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas
son de clase C* en su dominio. Hay otras funciones como la funcion f(x) = 2°/° que
no son de dicha clase; de hecho, dicha funcion es continua y derivable y puesto que
fl(x) = %mz/?’ y como f' no es derivable en 0 se tiene que la funcion f es Ct en R pero

no es de clase C* en R.

Supongamos que f es una funcién definida en un intervalo abierto I y que f es n-veces

derivable en un punto a € I, el polinomio de Taylor de f en a de grado n se define como:

f"(a)
2!
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Se puede observar que para n = 1 el polinomio de grado 1 es la funcién afin P, =
f(a) + f'(a)(z — a) cuya representacién grafica es la recta tangente a la grafica de f en
a.

A continuacién vemos el teorema de Taylor:

Teorema 103. ( Teorema de Taylor) Sea f una funcion n + 1 veces derivable en
un intervalo abierto I y sean a,x € I, entonces existe ¢ en el segmento que une a con x
de modo que:

fl/(a)

f(z) :f(@-i-f’(a)(m—a)—kT(;p_a)2_|_...+

Fo (0

(n+1)! (2 —a)™

Demostracion. Fijamos © = b € I y por comodidad suponemos a < b. Tenemos que

probar que

£6) ~ £a) ~ Fa)b—a) - L1 a2 gy

S (e) 1
S

Para probar este teorema se utiliza el teorema del Valor Medio de Cauchy aplicado a

las siguientes funciones auxiliares:

f"(x)
2!

h(z) = (z — b)"*t.

g(z) = f(z) + f'(z)(b—x) + (b—z)2 4.+

Puesto que f es n + 1-veces derivable en [ las funciones g(z) y h(z) son continuas en
[a,b] y derivables en (a,b). Entonces podemos utilizar el teorema del Valor Medio de

Cauchy y podemos asegurar que existe ¢ € (a, b) tal que

(9(b) — g(a))P(c) = (h(b) — h(a))g'(c).

Por la forma de elegir las funciones tenemos que:

o) = )
"a ™ (q
(@) = 1) + F@6-a)+ L0y 4+ Dy = b
hb) = 0

Por otra parte, derivando la funcién h(x) obtenemos :
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g(x)=—(n+1)(b—x)"

Sustituyendo en la férmula anterior:

(f(b) = Proa(0))(=(n+1)(c =1)") = =(b— a)"“%f("“)(C)(C —b)"
y por lo tanto:

_ ["a)
2l

f()— f(a)— f'(a)(b—a) (b—a)?—-—

3.6.1. Aplicaciones.

La principal aplicacién del teorema de Taylor es la aproximacion; notese que el teorema
de Taylor aplicado a una cierta funcién en las cercanias de un cierto punto a mide el
error que cometemos al elegir el valor del polinomio de Taylor de f en a evaliado en
x = b en lugar del valor de f en b, para valores b cercanos a a. En efecto, nétese que
si la funcion f™*1) es continua entonces esta localmente acotada y podemos acotar el
resto de Taylor mediante

(b—a)"
R,4(c)| < sup FOH (o) ——L
o) < s [0/

En particular, si b esta proximo a a y n es suficientemente grande el valor del error lo

podemos acotar y hacer tan pequeno como queramos. Veamos un ejemplo.

Obtener un valor aprorimado del nimero e con un error menor que 0,001. Consideremos
la funcién f(z) = e”, para esta funcién tenemos que f™(x) = e* para toto n € N, por
lo tanto el polinomio de Taylor de orden n de la funcién en el punto x = 0 es:

P,(x) = 1+x+%x2+%x3+---+%x".
Por lo tanto aplicando el Teorema de Taylor a la funcién f(x) = e en el intervalo [0, 1]
tenemos que:

1 1 1
621+1+ﬁ+§+"'+m+ERR0R[n].
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Donde el resto o error es:

1
ERROR|[n]| = |[——¢°
[BRROR[]| = |7 57e
Puesto que ¢ < 0 se tiene que e° < e < 3 y por tanto:
[ERROR[n]| = | —>—|
nl| =|————
(n+1)!

Por tanto si elegirmos n = 6 tenemos que % < 0,001 y por lo tanto eligiendo el polinomio

de Taylor de grado 6 tenemos que:

1 1 1
Bo(1) =14+ 1ok gy gy 0 o g = 2,7230

Luego
e~ 2,7250

da una aproximacién del niimero e con un error menor que 0,001 y por tanto:

2,7240 < e < 2,7260

3.7. Aplicaciones a la Optimizacién.

3.7.1. Calculo de maximos y minimos absolutos de funciones

en intervalos cerrados y acotados.

En lo que sigue vemos cémo se utiliza la continuiudad y derivabiliad de una funcién, que
llamaremos funcién objetivo, para resolver problemas de optimizacién (Maximizacién y

Minimizacién)
MAXIMIZAR (MINIMIZAR):
f(x) si a<xz<b.

e ; Existen el maximo o minimo absoluto? Si la funcién es continua en el intervalo cerrado
y acotado [a, b] el teorema de Weierstrass nos asegura que existen el méximo y el minimo
absoluto de f.

e ;Cémo calcularlo? Buscamos los posibles extremos absolutos de la funcion entre los
siguientes puntos :

> Los extremos del intervalo x =a o z = b.

>> Los puntos ¢ € (a, b) en los que f no es derivable.
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>> Los puntos ¢ € (a,b) en los que f es derivable y f'(c) = 0.
Una vez obtenidos todos los posibles extremos evaliamos f en todos ellos: el punto (o
puntos) donde el valor de f(x) es mayor es el maximo (o los méaximos) absoluto y el

punto (o puntos ) donde el valor f(z) es menor es el minimo (o minimos) absoluto.

Ejemplo 104. Calcular los maximos y minimos absolutos de f(z) = |x — 1|z en [0, 2].
Puesto que f(x) es continua en [0, 2] podemos asegurar que existe el maximo y el minimo

absoluto. Buscamos los posibles extremos:

> Los extremos del intervalo| z =0 |o| 2z = 2

> Los puntos = € (0,2) en los que f puede no ser derivable. La funcién puede no ser

derivable en| z = 1 | (de hecho, se puede probar que no lo es).

> Los puntos = € (a,b) en los que f es derivable y f'(x) = 0. Nétese que:

1—-22x si O<z<l1
fi(z) = .
2c—1 s1 1l<x<?2

Por lo tanto f/'(x) =0 sbloen| x = %

Finalmente, evaliamos f en dichos puntos, f(0) =0, f(2) =2, f(1)=0y f(%) = }l
Conclusion:

e Los puntos z = 0 y = 1 son MINIMOS ABSOLUTOS de f(x) en [0,2] y 0 es el
valor minimos de f en [0, 2].

e El punto 2 es el MAXIMO ABSOLUTO de f(x) en [0,2] y 2 es el valor méximo de f
en [0, 2].

3.7.2. Optimizacion en intervalos no acotados.

En algunos problemas de optimizacion el intervalo en el que tenemos que maximizar o
minimizar la funcién objetivo no es acotado. Vemos algunos resultados que aseguran la

existencia de maximos o minimos absolutos en intervalos no acotados:
Teorema 105. Sea f(x) una funcion continua en R.

1. Silim, oo f(z) = lim, o f(x) =0 y f(x) > 0 para todo x € R entonces existe

el mdzimo absoluto de f(z) en R.

2. Silim,, o f(x) = lm,,_o f(z) = +00 entonces existe minimo absoluto de f en

R.
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1
Ejemplo 106. 1. Calcular el méximo absoluto, si existe, de la funcién f(z) = T 22
x
1
en R. Como f(z) es continua en R y lim, o = i, o o7 = 0y

f(z) > 0 podemos asegurar la existencia de maximo absoluto. Como f(x) es

derivable, para buscar el extremo absoluto basta resolver la ecuacién f’(z) = 0:

, -2

luego el maximo absoluto de f en R es z = 0 y el valor maximo de f en R es

f(0) = 1.

2. Calcular el minimo absoluto de f(x) = x? + bz + c. Puesto que f(z) es continua
en Ry lim, o f(x) = lim,_,_ f(z) = 0o existe el minimo absoluto. Como f(z)
es derivable y
flz)=2x+a=0<=2=0
—b,  dc—1?

—b
el minimo absoluto es x = - ¥ el valor minimo de f(z) en Res f (7) =—0
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